Cours ETT

Mécanique des milieux déformables

(Utilisation d’adobe Reader pour voir les animations)

1. Programme ETT

2.3.3 Comportement mécanique des systémes :

Résistance des matériaux : hypotheses et modele poutre, types de sollicitations simples, notion de contrainte et de
déformation, loi de Hooke et module d’Young, limite plastique, étude d’une sollicitation simple.

2. Introductions

Jusqu’a maintenant les systémes que nous avions étudiés étaient des systémes parfaits, donc indéformables.
Malheureusement dans la réalité ils sont toujours déformables plus ou moins en fonction de leurs caractéristiques et
des efforts exercés dessus.

Dans certains cas, nous allons utiliser ses caractéristiques de déformations pour améliorer la vie de tous les jours.
Exemple : suppression de vibrations (support moteur)




3. Présentation

La résistance des matériaux, aussi appelée RDM, est une discipline particuliére de la mécanique des milieux
continus permettant le calcul des contraintes et déformations dans les structures des différents matériaux

(machines, génie mécanique, batiment et génie civil).

La RDM permet de ramener I'étude du comportement global d'une structure (relation entre
sollicitations, forces ou moments , et déplacements) a celle du comportement local des matériaux la composant

(relation entre contraintes et déformations).

L'objectif est de concevoir la structure suivant des critéres de résistance, de déformation admissible et de codt
financier acceptable.

L’étude de la résistance des matériaux existe depuis Galilée (17 eme siécle).

Il a étudié la résistance des matériaux et le mouvement des corps. Il s’est intéressé a la résistance d'une poutre
encastrée soumise a l'action d'un poids situé a son extrémité. Cette approche va permettre de changer la maniere

d'aborder les problémes de résistance des structures. Malheureusement Galilée a commis une erreur car il a admis
que la contrainte de traction dans toute la hauteur de la section d'encastrement est uniforme.

4., Hypothéses de la résistance des matériaux

Dans la suite du cours, on fait appel aux hypothéses suivantes :

Le matériau est :

e élastique (le matériau reprend sa forme initiale aprés un cycle chargement déchargement),
e linéaire (les déformations sont proportionnelles aux contraintes),
e homogene (le matériau est de méme nature dans toute sa masse),

e isotrope (les propriétés du matériau sont identiques dans toutes les directions).

Le probléme est :

e en petits déplacements (les déformations de la structure résultant de son chargement sont négligeables et
n'affectent pratiquement pas sa géométrie),

e quasi-statique (pas d'effet dynamique),

e quasi-isotherme (pas de changement de température).

Ces simplifications permettent de faire des calculs simples et rapides, mais elles peuvent étre parfois inadaptées

(matériaux composites, le bois, le béton armé, polymeres (déformation importante)).
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5. Principes fondamentaux de la théorie des poutres

On peut utiliser ce principe lorsque deux des dimensions de la poutre sont petites par rapport a la troisieme. En
d'autres termes les dimensions de la section droite sont petites par rapport a la longueur de la poutre.

Il permet d'approximer la poutre par une ligne (droite ou courbe) et des sections droites.

En général, une longueur ou une distance de I'ordre de deux a trois fois la plus grande dimension de la section droite
est considérée suffisante pour appliquer le modele RDM.

Le principe de Saint-Venant précise que le comportement en un point quelconque de la poutre, pourvu que ce point
soit suffisamment éloigné des zones d'applications des forces et des liaisons, est indépendant de la fagon dont sont
appliquées les forces et de la fagon dont sont physiquement réalisées les liaisons; le comportement dépend alors
uniquement du torseur des forces internes en ce point.

La conséquence est que les contraintes produites par un systeme de forces dans une section éloignée du point
d'application de ces forces ne dépendent que de la résultante générale et du moment résultat du systeme de forces
appliquées a gauche de cette section.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Torseur_statique

Remarque :
Le modéle RDM n'est plus valide lorsque le principe de Saint Venant n'est pas satisfait, c'est-a-dire a proximité des

liaisons, des appuis ou des points d'application des forces. Dans ces cas particuliers, il faut appliquer les principes de
la mécanique des milieux continus.

6. Etude mécanique d’une poutre.

a. Préambule

Tous les matériaux sont composés d’atomes. Les liaisons entre ceux-ci sont essentiellement électrostatiques.

Représentation de Lewis : <O 0>

Toute force appliquée a un matériau se traduit par une déformation qui entraine un changement de position des
atomes. Les arrangements se trouvent en équilibre lorsque les noyaux atomiques sont distants d’une certaine valeur

r0. Sous I'effet d’efforts extérieurs, les atomes se rapprochent ou s’éloignent engendrant une force d’attraction ou
répulsion.

— Répulsion entre les noyaux

— Répulsion entre les nuages électroniques
— Attraction entre le noyau d'un atome et le nuage électronique de l'autre atome

pius.C


http://fr.wikipedia.org/wiki/M%C3%A9canique_des_milieux_continus

Au voisinage de r0, la force F est pratiquement proportionnelle a la distance « r-rO » pour tous les matériaux. Ce qui
veut dire que la liaison entre atomes peut étre visualisée comme un ressort de raideur S. On peut donc estimer le
module d’élasticité E en fonction de S et de r0 par un calcul élémentaire :

S
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b. Sollicitations simples

e Traction







Si on considere un arrangement atomique régulier sollicité suivant un de ces axes principaux, on fait apparaitre une
sollicitation appelé traction. Dans le cas ou I'effort est négatif, il s’agit d’une compression

Déformation d’un cristal







Un cristal initialement de longueur [ se trouve donc allongé d’une valeurAl. Son allongement relatif vaut donc :

Al
*TT

Si le comportement du réseau est dans sa phase élastique, on observe que la déformation est proportionnelle au
rapport de I'effort sur la section (loi de Hooke).

Charge unitaire
A

: N
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Allongement

E : module d’élasticité longitudinal ou module d’Young

O : Contrainte longitudinale (N/m?)

Vous avez du remarqué sur la vidéo ci-dessus lorsque la poutre s’allonge ou se rétrécie, son allongement
s’accompagne d’une modification de la section dans des directions perpendiculaires a celle de I'allongement.

/
La variation relative des dimensions de la section correspond a la déformation transverse €

Avec E = —

d — Ad

- = e s

Le rapport entre la déformation longitudinale et la déformation transverse est un coefficient appelé le coefficient de

Poisson V

Mis en évidence (analytiquement) par Siméon Denis Poisson, le coefficient de Poisson (aussi appelé
coefficient principal de Poisson) permet de caractériser la contraction de la matiére perpendiculairement a la
direction de I'effort appliqué.


http://fr.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A9on_Denis_Poisson

Exemple : IPE 140 (longueur : 1500 mm) sollicité en traction (200N) encastré a son extrémité

Caractéristiques :

Proprigte Valeur Unités
Module d'élasticité 2.05e+011 | N/m™2
Coefficient de Poisson 0.29 5.0,
Module de cizaillement ee+010 M2
Masse volumigue Tard kg/m"3
Limite de traction 420000000 | M/m"2
Limite de compression suivant X MNim"2
Limite d"élasticité 350000000 [ Mim*2
Coefficient de dilatation thermigue 1.17e-005 |/K
Canductivita tharminns C4 G WA - W
4 | i | b
o Graphe contrainte normale a sa section droite :
On remarque que la contrainte est la méme partout.
SX (N2
2313470
219056,6
. 206766,3
1944759
. 1821855
. 1698952
157604,8
! 1453144
- 1330241
1207337
1064433
961530
838626
o Graphe allongement normale a sa section droite :
URES (mm)
§.211e004
757 e004
. 6.842e004
- 6.153e004
. 5.474e004
. 4.790e004
4.105e004
H 3.421e004
. 2.737e004
. 2.053e004
1.365e004
6.842e005

1.000e030
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e (Cisaillement

Si le réseau atomique étudié précédemment est soumis a des efforts tangentiels T sur ses parois inférieures et
supérieures, la sollicitation est appelée cisaillement. Un réseau d’une hauteur h se trouve distordu. La paroi
supérieure est alors translatée d’une distance Al.On aalors y (déformation angulaire) est égale a :

Al
YV =7
h

La contrainte tangentielle est égale a :

T
T =G X Y oubien }/=m

E

G - module d'élasticité avec G = m

S : Surface de la section de coupure

e Flexion

Quand on soumet une poutre encastrée a une force perpendiculaire, celle-ci accuse une fleche (déplacement
vertical, d’ol le nom de flexion). On constate que les génératrices situées sur la partie supérieure sont sollicitées en
traction alors que celles situées en partie inférieure sont sollicitées en compression. Entre les deux il existe une
génératrice qui ne se déforme pas c’est la fibre neutre.

Fibre neutre

o Graphe de déplacement suivant I'axe X

On remarque que la partie supérieure s’est allongée (rouge), alors que la partie inférieure s’est compressée (bleue).

UX (mm)
7.152e-003
5.972e-003
4.792e-003

- 3612e-003

L . 2.432e-003
1.252e-003
7.250e-005
-1.1072-003
-2.287e-003

-3.4672-003
-4 647e-003
-5.827e-003

-7.007e-003



Nous supposons que chaque section droite tourne sans se gauchir autour de I’axe normal a a section. Si on prend un
point M sur une des fibres de la poutre, on peut dire d’apreés la loi de Hooke que la contrainte en ce point est
égale a:

oc=a+by+cz

Sachant que I'effort normal est nul (a=0) et que la somme de tous les moments des contraintes dans la section
donne le moment fléchissant (c=0). On peut écrire

Avec:
Mg_ Moment fléchissant
I, =Moment quadratique suivant l'axe Z
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Graphe de contraintes normales a la section

SH (Nm?2)

37080403

l 31001203

. 24922003

- 18842803
- 12763603
. 668 4403
605203
547 3998
. 11553198 l 1
*

. -1 7632398

Remarque :
Moment quadratique de sections simples :

M
|
S
|
e B
Y
|
S U -
|
TF §
=
i
N
£
=

Gz bh a' nd | nD-d)
(mm9 | 12 12 64 64

I | bhthb a* n d* 7 (D*-d*)
(mm 12 6 32 32

10 =IGy + IGz moment polaire
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Dans le cas de petites déformations, la déformée de la ligne moyenne dans le cas d’une flexion est une fonction v(x)

qui est égale a:

Exercice d’application : (IPE 140)

Schématisation v

d? v
dx?

My
E.l

>

Torseur des liaisons en O :

o Liaison encastrement

Etude statiqueen O :

ZForce =0

Projection sur x :
X=0

Projection sury :
Y-F=0

Projection surz:
Z=0

Z Moment =0

Projection sur x:

L=0

Projection sury:

M=0

Projection surz:

N-ILF=0

o Calcul du moment fléchissant

X L

{:Finterefforts } =31Y M
Z N

>
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Les contraintes produites par un systeme de forces dans une section éloignée du point d'application de ces forces ne
dépendent que de la résultante générale et du moment résultat du systeme de forces appliquées a gauche de cette

section.

Troncon de gauche - Troncon de droite

%{—/
Actions Efforts
extérieures de cohésion

Donc My =(—x.Y+N)=—x.F+LF

o Effort tranchant:

T=Y=F

o Calcul de la déformée :
d’v. My  (-=x).F
dx2  EI, K
dv_ 2 F N xFXl+C
P G Ve L SR
= —(—x3 X + 2><Fxl+ X C+B)
VeI R exk Y T oxk X

dv

Ax=0 v=0 et EZO donc B=0 et C=0 ce quiimplique
_ 3 F 2><F><l
VEYTexK T Toxk

On a bien une fleche négative donc la valeur maxi a I'extrémité de la poutre est égale a :

x [3
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Remarque :

Poutre reposant sur deux appuis avec charge concentrée au milieu

o]
y
A
b
1L F o
vVv=——"-X X
48 " E.1,
o Poutre reposant sur deux appuis avec charge uniformément répartie
y
A
i
5 qxI*
vV=-— X
384" E.I,
e Torsion

Lorsqu’on soumet une poutre encastrée a un couple M; porté par son axe, on constate que sa longueur ne varie pas
au cours de la déformation. On constate aussi que sa section droite reste droite et de méme section, et qu’elle
tourne en entier dans son plan d’un angle o« plus ou moins important en fonction de sa distance par rapport a

I’encastrement.
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Graphe de déformation suivant I’axe X

5.047e-006

4.202¢-006
3.357e-006

. 2.512e-006

. 1.667e-008

8.2192-007

-2.303e-008

-8.6808-007

-1.7132-008

-2.558e-006
-3.403e-006
-4.248e-006

-5.093e-006

o Expression de la contrainte de cisaillement

T=GX0Xr

r — distance entre la contrainte et l'axe (x)

6 — Angle unitaire de torsion
E

l Iz . e, —
G - module d'élasticité avec G INCEED a+v)
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La somme sur une section droite de toutes les contraintes donne la valeur du moment de torsion donc :

M, =GX60XI,

e (Cas particulier : flambage

C’est un phénomene d'instabilité d'une structure, qui soumise a un effort normal de compression, a tendance a
fléchir et se déformer dans une direction perpendiculaire a I'axe de compression (passage d'un état de compression
a un état de flexion).

Pour une poutre d'inertie constante soumise a un effort normal de compression simple, la charge critique de
flambage théorique est donnée par la formule d'Euler:

_mrxXEXI,

L.

e pour une poutre rotulée aux deux bouts, I, = L (longueur de la poutre),
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pour une poutre encastrée - encastrée mobile (selon I'axe vertical), [, = 0,5 X L (longueur de la poutre) ;
pour une poutre encastrée-rotulée, [, = 0,7 X L (longueur de la poutre) ;

pour une poutre encastrée-libre, I, = 2 X L (longueur de la poutre) .
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